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Sazetak

Svrha zavr$nog rada je primijeniti metode linearnog programiranja kako bi se odredio optimalni
program proizvodnje u ugostiteljskom objektu za koji ¢e se ostvariti maksimalni prihod. U
empirijskom dijelu primijenjena je simpleks metoda u rjeSavanju problema linearnog
programiranja s ciljem odredivanja optimalnog programa proizvodnje u ugostiteljskom objektu.
Promatrano je pet najprodavanijih pizza, a to su pizza Margherita, Vesuvio, Capricciosa,
Mexicana i Slavonska pizza, te tri faze pripreme kroz koje svaka pizza mora proci. Prva faza
odnosi se na pripremu namirnica potrebnih za izradu pojedinih pizza, druga faza prikazuje
potrebno vrijeme za razvlaéenje tijesta i pravljenje pizza, dok se tre¢a faza odnosi na pecenje
pizza. Promatrani problem postavljen je kao standardni problem maksimuma, s ciljem
odredivanja optimalnoga programa kojim ¢e ugostiteljski objekt ostvariti maksimalnu dobit.
Optimalni program postavljen je koriStenjem simpleks metode i POM-QM programa ra¢unalne
potpore, te je izvrSena i postoptimalna analiza. 1z dobivenih rezultata moze se zakljuciti da
ugostiteljski objekt uz odredene preinake u poslovanju moze pospjesiti svoje poslovne

rezultate.

Klju¢ne rijeci: optimalni program proizvodnje; modeli linearnog programiranja; ugostiteljski

objekt; standardni program maksimuma; POM-QM
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Uvod

Glavni cilj svakog poduzec¢a je maksimalizirati dobit. Da bi to ostvarili menadzeri najcesce
posezu za kvantitativnim metodama, medu koje spada i linearno programiranje. Uz pomo¢
modela linearnog programiranja odreduju optimalan program poslovanja svog poslovnog
objekta, uzimajuc¢i u obzir odredena ogranicenja resursa, a sve s ciljem maksimiziranja dobit.
Takoder, u svrhu poboljSanja poslovnih rezultata a uz pomo¢ linearnog programiranja,
pokusavaju i minimizirati troSkove u svom poslovanju. Kako bi poduzece opstalo, razvijalo se
i nadjacalo konkurenciju mora pravovremeno i pravovaljano djelovati, a optimizaciju
poslovanja posti¢i ¢e donosenjem klju¢nih odluka temeljenih na primjeru raznih postupaka i

analiza.

Predmet ovog rada jest prakti¢na primjena modela linearnog programiranja u poslovanju
ugostiteljskog objekta s ciljem odredivanja optimalnog programa proizvodnje u objektu.
Analizirani su podaci pet najprodavanijih pizza iz ponude, te tri faze kroz koje pizze prolaze u

procesu nastajanja.

U teorijskom djelu rada korisStene su deduktivna metoda, metoda klasifikacije i metoda

kompilacije, dok je u empirijskom djelu koriStena metoda linearnog programiranja.

Rad se sastoji od cetiri cjeline. Prvo poglavlje, naziva ,Teorijske osnove linearnoga
programiranja‘““ opisuje osnovne teorijske pojmove linearnoga programiranja, te su detaljnije
predstavljene vrste modela linearnog programiranja, op¢i model, standardni model, mjesoviti
problem, kanonski problem, dualni problem, kao i1 simpleks metoda koja je koriStena u
rjeSavanju promatranog problema ugostiteljskog objekta. U drugom poglavlju opisana je
postoptimalna analiza. Trec¢e poglavlje ,,Odredivanje optimalnoga programa proizvodnje u
ugostiteljskom objektu kao empirijski dio zavrsnoga rada prikazuje metodologiju i rezultate
istrazivanja. Postavljeni problem standardnoga problema maksimuma rijeSen je primjenom
simpleks metode i koristenjem POM-QM racunalne potpore. IzvrSena je postoptimalna analiza
dobivenih rezultata. Na samom kraju rada dan je zakljucak, popis koristene literature kao i popis

tablica i slika.



1. Teorijske osnove linearnoga programiranja

Leonid Vitalyevich Kantorovich, sovjetski matematicar, u svom je djelu ,,Matematicke metode
organizacije i planiranja proizvodnje* 1939. godine predstavio matematicke modele, medu
kojima i model linearnog programiranja. Znacajan doprinos razvoju linearnog programiranja
dao je americki matematicar George Dantzig, poznat i kao otac linearnog programiranja, koji

je 1947. godine razvio simpleks metodu.

Linearno programiranje, posebice u gospodarskom sektoru, isti¢e se kao korisno sredstvo
odlucivanja, rjeSavanjem problema optimizacije unutar odredenih ograni¢enja. Optimizacija
predstavlja poboljsanje u poslovanju reduciranjem neiskoristenih resursa s ciljem povecanja
dobiti poslovnog subjekta. Kako bi opstali na dinami¢nom trzistu, uz velike konkurente,
tehnic¢ko-tehnoloske inovacije, stalno prisutne neizvjesnosti kao §to su svjetske pandemije,
ratovi, prirodne katastrofe i slicno, menadzeri poduzeéa su prisiljeni svakodnevno pratiti,
analizirati stanje te pronaci optimalan program za proizvodnju svojih proizvoda i usluga.
Tocnije moraju pronaci najefikasniji nacin proizvodnje koriste¢i najmanje moguce koli€ine
resursa a u isto vrijeme ostvariti najve¢u mogucéu dobit. Optimizacija se stoga, moze definirati
kao proces uz pomo¢ kojega se nastoji unaprijediti performanse poslovanja kako bi one
djelovale §to efikasnije, odnosno kako bi se postigla maksimalna moguca dobit ili najmanji

gubitak.

Pomocu optimizacije u matematiCkom problemu odreduju se lokalni ekstremi, odnosno
maksimum ili minimum funkcije. Uvjete predstavljaju linearne jednadZzbe odnosno
nejednadzbe kao i nenegativnost varijabli. Problemi se rjeSavaju odredenim redoslijedom, prvi
korak je definiranje i opisivanje problema, kao i odredivanje cilja koji se planira ostvariti, slijedi
formuliranje modela te utvrdivanje njegovih parametara, i naposljetku rjeSavanje problema i
analiza dobivenih rezultata. Problemi se rje$avaju razli¢itim metodama linearnog programiranja
te se dobiva viSe mogucih rjeSenja od koji se odabire ono najoptimalnije, odnosno ono za koje
¢e funkcija cilja posti¢i ekstremnu vrijednost, bilo minimum ili maksimum. Odredivanjem
maksimuma funkcije menadzeri dobivaju uvid u maksimalnu zaradu od prodanih dobara i
usluga uz postojeca ogranicenja, kao i maksimalnu koli¢inu dobara u odredenom vremenskom
periodu, koriste¢i ogranic¢eni broj resursa. Izracun minimuma funkcije daje uvid u mogucnosti
smanjenja energenata, troskova proizvodnje, troskova transporta, preraspodjele zaposlenika i

sli¢no.



1.1. Osnove linearnog programiranja

Tijekom Drugoga svjetskog rata, linearno programiranje se koristilo u rjeSavanju problema
transporta, sastavljanju rasporeda kao i u preraspodjeli ograni¢enih resursa. Spomenuti
americki matemati¢ar George Dantzig, koji je razvio simpleks metodu, takoder je koristio
linearno programiranje u vojne svrhe, i to za smanjenje troskova vojnih aktivnosti i optimizaciju
transporta vojnika i vojne opreme. S vremenom se primjena linearnoga programiranja proSirila
na mnogobrojne gospodarske grane, gdje se koristi i danas. Znac¢ajna prekretnica u koristenju
metoda linearnoga programiranja desila se 1952. godine, kada je prvi put izraden program za

racunalno rjeSavanje linearnoga problema.

Linearno programiranje matematicka je grana koja obuhvaca skup metoda kojima se vrsi
analiza 1 izracunava optimalan program poslovanja. Primjenjuje se u mnogobrojnim
gospodarskim granama, ponajprije u mikroekonomiji, upravljanju kompanijama, proizvodnom
sektoru, transportu, efikasnoj preraspodjeli ljudskih resursa, planiranju investicija i sli¢no.

Prema definiciji ,linearno programiranje je grana matematike koja se bavi problemom
optimizacije sustava unutar zadanih ogranic¢enja, a predstavlja skup metoda i1 postupaka kojima
se odreduju ekstremne vrijednosti takve linearne funkcije Cije podruc¢je definicije odreduje

sustav linearnih jednadzbi ili nejednadzbi.*!

Cilj linearnog programiranja je utvrditi ekstremnu maksimalnu ili minimalnu vrijednost
linearne funkcije. Rjesavanje problema zapocinje definiranjem i opisivanjem problema kao i
odredivanjem cilja, slijedi odabir modela i njegovo formuliranje te na kraju rjeSavanje samog

problema i analiza dobivenih rezultata.

Glavne komponente linearnog programiranja su funkcija cilja i ograni¢enja. Linearna funkcija
cilja predstavlja cilj kojeg se pokusava posti¢i, dok ograni¢enja predstavljaju raspon moguéih
rjeSenja funkcije, a prikazuju se linearnim jednadzbama odnosno nejednadZbama. Razlikuju se
jednostavna i slozena ograniCenja. U jednostavnim se ograni¢enjima pojavljuje samo jedan
oblik ogranicenja, <, > ili =. Neovisno o tipu ograni¢enja u jednostavnom problemu postoji

uvjet nenegativnosti, koji nalaze da vrijednosti svih varijabli moraju biti vece ili jednake nuli.

! Baldigara T., Mamula M., Metode poslovnog odlu¢ivanja u turizmu — nastavni e - materijal, Fakultet za
menadzment u turizmu i ugostiteljstvu, Opatija, 2018, str. 1



U slozenim problemima moguci Su istovremeno razli¢iti tipovi ograni¢enja kao i razli¢iti uvjeti
za vrijednosti varijabla, koji mogu biti ve¢ spomenuti uvjet nenegativnosti, uvjet nepozitivnosti
u kojem vrijednosti varijabli moraju biti manji ili jednaki nuli ili uop¢e ne mora biti postavljeno

ogranicenje varijabli.

1.2. Modeli linearnog programiranja

Modeli linearnog programiranja oznacavaju proces pronalaska optimalnog programa
proizvodnje uz ograni¢ene resurse s ciljem povecanja dobiti, Sto ¢e biti i prikazano u
empirijskom djelu zavr$snog rada kroz standardni problem maksimuma u poslovanju

ugostiteljskog objekta.

»Model linearnoga programiranja predstavlja specifican oblik modela matematickoga

programiranja kao osnovnoga oblika zadatka optimizacije.* 2

Modeli obuhvacéaju samo najbitnije osobine problema, pri tome zanemarivsi Citav niz detalja
koji nisu kljucni za optimizaciju, stoga se smatra da modeli izvrsno opisuju i objaSnjavaju

pojedini problem.

Model odredenog problema javlja se u apstraktnom ili matematickom obliku. Kako bi se
apstraktno postavljen problem moglo optimizirati, uz pomo¢ metoda linearnoga programiranja,
potrebno ga je transformirati u matematicki oblik. Pri toj transformaciji veoma je vazno pazljivo
ukljuciti sve kljucne varijable i uvjete problema kako bi rjeSenje bilo u potpunosti relevantno i

kako ne bi doslo do donosenja pogresnih odluka u poslovanju.

Nakon modeliranja promatranog problema, potrebno je razmotriti tehnike kao i metode
rjeSavanja linearnog problema. U svrhu S§to ucinkovitijeg odlu¢ivanja, razvijene su
mnogobrojne tehnike 1 modeli linearnoga programiranja, a kako bi proces odlucivanja bio §to
djelotvorniji vazno je dobro poznavati specificnosti pojedinih modela. U nastavku zavrSnog
rada opisani su osnovni matematicki modeli linearnoga programiranja, kao sto su op¢i model
linearnoga programiranja, standardni problem, mjeSoviti problem, kanonski oblik, te dualni

problem.

2 1bid.



1.2.1. Opéi model linearnog programiranja

Funkcija cilja za koju se trazi optimalno rjeSenje, bilo maksimum ili minimum, mora biti

linearna, odnosno matematicki zapisana u sljede¢em obliku:

max

(E) Z = C1X1 t Caxy + -+ Cpxy 1)
Kako bi funkcija cilja dostigla ekstremnu vrijednost, odnosno maksimum ili minimum,
potrebno je izraCunati vrijednosti varijabli X1, X2, ... Xk, @ pritom mora zadovoljavati sljedece
uvjete:

ai1Xq + A12Xo + -+ A1 Xy S/Z

az1X1 + Ay7X;p + -+ Ao Xk S/Z
Am1X1 + AmaXy + o+ A X </= by )

xj =0

U nastavku su opisani elementi modela

x; - varijable

c; — parametri u funkciji cilja

z — funkcija cilja

a;; — koeficijenti ogranicenja

b; — slobodni ¢lanovi nejednadzbi ogranicenja
i=1,2,3,...m

j=1,2,3,..,k

Varijable xi, Xz, ..., Xx Su nepoznate, a preostale veli¢ine, odnosno parametri modela, su poznati.

Prikazani model linearnog programiranja mora zadovoljiti Cetiri uvjeta, a to su linearnost,
izvjesnost, djeljivost i nenegativnost. Linearnost podrazumijeva da su funkcija cilja kao i sve
jednadzbe i nejednadzbe linearne. Izvjesnost oznacava da su svi koeficijenti funkcije cilja i
sustava ograniCenja unaprijed poznati, te da se ne mijenjanu u postupku rjesavanja zadatka.

Djeljivost zahtjeva da varijable modela linearnoga programiranja ne moraju biti cijeli broj.



Posljednja pretpostavka jest nenegativnost i ona podrazumijeva da varijable u modelu linearnog
programiranja ne mogu poprimiti negativnu vrijednost, jer se najcesée radi o ekonomskim

veli¢inama.

Tri temeljna elementa svakog linearnog programiranja su (Backovi¢ et al., 2013, 199):
- funkcija cilja (kriterija)
- sustavi ograni¢enja

- uvjeti nenegativnosti

Funkcija cilja predstavlja matematicki izraz zahtjeva problema, dok njena vrijednost oznacava
vrijednost programa. U modelu linearnoga programiranja ona predstavlja unaprijed definirani

temeljni cilj, kao i ukupnu sumu ekonomskih u¢inaka svih djelatnosti poduzeca.

Sustavi ograniCenja predstavljaju uvjete za koriStenje raspolozivih resursa u svrhu ostvarivanja
djelatnosti kojima se poduzece bavi. U nastavku su navedena tri tipa ogranicenja:

- ogranicenje tipa [: <

- ogranicenje tipa II: >

- ogranicenje tipa III: =

Uvjeti nenegativnosti zahtijevaju da veli¢ine varijabli u modelu linearnog programiranja

moraju biti pozitivan broj ili jednak nuli.

1.2.2. Standardni problem

Opcenito se razlikuju dvije vrste standardnog problema, a to su:
- standardni problem maksimuma te

- standardni problem minimuma.

Standardni problem maksimuma predstavlja oblik linearnog programiranja kojem su glavne
osobine da je funkcija cilja maksimum uz uvjete ograni¢enja koji pripadaju modelu ograni¢enja
tip I (). Ovaj oblik modela linearnoga programiranja koristi se kada poduzeca Zele ostvariti

maksimalnu mogucu dobit, koriste¢i pritom raspolozive resurse.

Standardni problem maksimuma se matemati¢ki izraZzava na sljedeci nacin:



- maksimizacijom funkcije cilja
maxz = CyXq + CyXxXy + -+ Cp Xy 3)
- postivajudi sljedece uvjete:
A11X1 + A12Xp + -+ aqp Xy < by

az1X1 + AyyX, + .-+ Ay Xk < bZ

aAm1X1 + Am2X>7 + .-+ AmkXk < bk (4)

X1, X9, ) X = 0
Standardni problem maksimuma rjeSava se na nacin da se izracunaju vrijednosti varijabli X1, X2,

..., Xk koje zadovoljavaju sva ograni¢enja i za koje funkcija cilja postize maksimalnu vrijednost.

Standardni problem minimuma je oblik linearnog programiranja koji za glavni cilj ima
minimizirati vrijednost funkcije cilja, uz postivanje sustava ogranicenja tip II (>). Funkcija cilja
u standardnom problemu minimuma ima sljede¢i oblik:
minz = c1xq + C3xp + -+ + Cpxp (5)
uz uvjete ogranicenja:
11X + Apxy + -+ Aqpxyg = by

az1X1 + Ay7Xp + -+ Ak Xk = bz

A1 X1 + QpaXy + -+ + Qe X = by (6)

X1, X9, ) X = 0
Pri rjeSavanju standardnog problema minimuma potrebno je izracunati vrijednosti varijabli X,
X2, ..., Xk za koje su zadovoljena sva ogranicenja a za koje funkcija cilja postize minimalnu
vrijednost. Ovaj oblik linearnoga programiranja se koristi kako bi se odredio optimalni program

proizvodnje a istovremeno minimizirao troSak proizvodnje.



1.2.3. Mjesoviti problem

Mjesoviti problem predstavlja poseban oblik opéeg modela linearnog programiranja jer se u
njemu pojavljuju ogranicenja tipa I (<) 1 ograniCenja tipa II (>), te ograniCenja tipa III (=).
Poduzec¢a ga koriste za izracun funkcije cilja, bilo maksimum ili minimum, uz postavljenu
gornju granicu ogranicenih raspolozivih resursa te donju granicu limitirajuéeg uvjeta, a ukoliko
su ogranicenja tipa III znaci da poduzece treba iskoristiti sve raspolozive kapacitete. Mjesoviti

problem moze biti mjeSoviti problem maksimuma i mjeSoviti problem minimuma.

Mjesoviti problem maksimuma podrazumijeva izratun maksimalne vrijednosti funkcije cilja,
pritom zadovoljavajuci uvjete ogranicenja tipa I, II i/ili III. U nastavku je prikazan matematicki
oblik mjeSovitoga problema maksimuma:
Maxz = C1Xq + CXy + ==+ Cp Xy )
uz uvjete ogranicenja:
a11X1 + apx; + o+ agxg < by

az1X1 + AyrXy + -+ Ay Xy < bz

An1X1 + AnaXy + -+ + AngeXy = by

Am1X1 + AmaXy + o+ ApeXye = by (8)

X1, X2, ) X = 0

Potrebno je izraCunati vrijednosti varijabli x1, X2, ..., Xk kojima ¢e se ostvariti maksimalna

vrijednost funkcije cilja, uz zadovoljenje svih zadanih ogranicenja.

Dok se kod mjeSovitog problema minimuma ra¢una minimalna vrijednost funkcije cilja,
zadovoljavajuéi pri tome uvjete ogranicenje u kojima se javljaju nejednadzbe oblika > i/ili <,
koje pripadaju ograni¢enjima tipa I i II, te jednadzbe oblika =, koje odgovaraju ogranicenju tipa

I1l. Matemati¢ki model mjeSovitoga problema minimuma dan je sljede¢im izrazima:

minz = cq1xq + x5 + -+ + CpXp 9)
uz uvjete ogranicenja:

a;1Xq + A12X, + -4+ A1 Xg > b1



a21X1 + azzxz + + aszk 2 bz

Ap1X1 + ApaXy + -+ anpxy = by,

A1 X1 + QX + -+ Qe X < by, (10)

X1, X9, v, X = 0

Pri rjeSavanju mjeSovitog problema minimuma potrebno je izracunati vrijednosti varijabla xi,

X2, ..., Xk za koje se ostvaruje minimalna funkcija cilja uz zadovoljenje svih zadanih ogranicenja.

1.2.4. Kanonski oblik

Polazni model i kanonski model linearnoga programiranja ekvivalentni su modeli. Kanonski
oblik predstavlja specifi¢an oblik modela linearnoga programiranja, koji se dobije tako $to se
polazni model linearnoga programiranja transformira u istovjetan kanonski oblik tako $to se

sva ograni¢enja u obliku nejednadzbi pretvaraju u jednadzbe uvodenjem dodatnih varijabli.

Kako bi se nejednadzbe < i > transformirale u jednakost, uvode se dodatne ili dopunske
varijable. Svakom ograniCenju tipa I 1 II dodaje se jedna nova dodatna varijabla. Broj
novouvedenih dodatnih varijabli jednak je broju ograniCenja tipa I i II. Dodatne varijable
moraju zadovoljavati uvjet nenegativnosti, a njihovi koeficijenti uz dodatne varijable u funkciji

cilja iznose 0, kako ne bi utjecale na njenu vrijednost.

Umjetne varijable, za razliku od dodatnih varijabli, nemaju ekonomski znacaj te njihova
vrijednost u optimalnom rjeSenju linearnog programiranja mora biti 0. Da bi se osigurala
vrijednost nula, umjetnim varijablama se u funkciji cilja dodjeljuje dovoljno mali broj u slu¢aju

maksimuma, te dovoljno veliki u slu¢aju minimuma. Njihov koeficijent oznacuje se: +M.

Ukoliko se u problemu javlja ogranicenje I tipa (<) tada se dodaje dodatna varijabla sa znakom

(+1), kako bi se izravnale lijeva i desna strana nejednadZzbe.

Standardnom modelu linearnoga programiranja:
allxl + a12x2 + + alkxk 2 bl

a21x1 + azzxz + + azkxk 2 bz (11)



kako bi se transformirao u kanonski oblik, potrebno je uvesti dodatnu varijablu x; ., = 0 za
prvo ogranicenje te X, = 0 za drugo:
A% + A%y + 0 F QX + X1 = by

A1%X1 + Ap2Xp + -+ + A Xy + Xgy2 = by (12)

Vrijednosti dodatnih varijabli xj,; 1 X545 u optimalnom rjeSenju ukazuje na neiskoriStenost

resursa prvog i drugog ogranicenja pri postizanju maksimalne vrijednosti funkcije cilja.

Kad se u problemu javlja ogranicenje II tipa (>) tada se oduzima neka pozitivna vrijednost kako
bi se lijeva i desna strana nejednadzbe izjednacile, odnosno dodaju se dodatna varijabla sa
znakom (-1) i umjetna varijabla sa znakom (+1).
Za transformaciju u kanonski oblik, standardnom modelu linearnoga programiranja:

a1%1 + x5 + o+ agx < by

az1X1 + ar7X, + -+ Aok Xk < b2 (13)

potrebno je uvesti dodatnu varijablu x4 = 0 i umjetnu varijablu x,, ; za prvo ogranicenje, te
dodatna varijabla x;,, > 0 kao i umjetna x;,,, za drugo:
a11%1 + Q12X5 + o+ QX+ Xegq + Xyg = by

Ap1X1 + AgpXp + o0+ App Xy + Xyip + Xy = by (14)

Kad se u problemu javlja ogranicenje III tipa (=) ne uvode se dodatne varijable jer su lijeva i

desna strane jednake, ali se uvodi umjetna varijabla xy,,, sa znakom (+1).
Dodatne varijable uvode se i u funkciju cilja, gdje njihovi koeficijenti iznose 0, a koeficijenti

uz umjetne varijable u funkciji cilja minimuma iznose +M, dok u funkciji cilja maksimuma one

iznose —M.

1.3.Teorija dualnosti i dualni problem

Svaki primarni problem linearnoga programiranja ima svoj dualni problem. S obzirom na

odredivanje ekstremne vrijednosti funkcije cilja, primarni i dualni problem nalaze se u
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inverznom odnosu, stoga, ako primarni problem ima za cilj maksimizirati funkciju cilja, tada

¢e njegov dualni problem imati cilj minimizirati funkciju cilja i obrnuto.

Dualni problem ima onoliko strukturnih varijabli koliko je u primarnom problemu ogranicenja,
odnosno za svako ograniCenje primarnog modela pridruzuje se po jedna dualna varijabla.
Takoder, dualni problem ¢e imati onoliko ogranicenja, koliko u primarnom problemu ima
strukturnih varijabli, znac¢i svakoj strukturnoj varijabli primarnog problema se pridruzuje po
jedna uvjetna nejednadzba. Ukoliko primarni problem nema rjesenje tada ga nema ni dualni,
isto tako ako primarni problem ima optimalno rjesenje, tada ¢e i njegov dual imati isto to

optimalno rjesenje.

U nastavku su navedena i1 opisana Cetiri najznacajnija teorema dualiteta, koji razmatraju odnose
izmedu primarnog i dualnog problema linearnoga programiranja.

Teorem o omedenosti funkcija cilja primarnog problema i njegovog duala govori da ukoliko su
X 1y moguca rjeSenja primarnog i dualnog problema, tada je vrijednost funkcije cilja primarnog
problema manja ili jednaka vrijednosti funkcije cilja dualnog problema. Matematicki:

z(x) < w(y) (15)

Teorem o kriteriju optimalnosti podu¢ava da ukoliko moguéa rjesenja primarnog i dualnog
problema iznose x* i y*, a za koje vrijedi z(x*) = w(y™), tada su x* i y* optimalna rjeSenja

primarnog i dualnog problema.

Temeljni teorem dualiteta govori da ukoliko ili primarni ili dualni problem imaju barem jedno
moguce rjesenje, tada i primarni i dualni problem imaju optimalna rjesenja. Isto tako, ukoliko
primarni problem nema moguce rjeSenje, tada niti dualni problem nece imati optimalno

rjeSenje, 1 obrnuto.

Cetvrti teorem, nacelo oslabljene komplementarnosti, tvrdi da ,,ukoliko su x* i y* moguéa
rjeSenja primarnog 1 dualnog problema, tada su 1 optimalna rjeSenja ako 1 samo ako su
zadovoljeni uvjeti:

— dualna strukturna varijabla je jednaka nuli kada je njoj odgovaraju¢a dodatna varijabla

pozitivna u optimalnom rjeSenju primarnog problema te
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— ukoliko je neka strukturna varijabla u optimalnom rjesenju primarnog problema jednaka nuli
onda je njoj odgovaraju¢a dodatna varijabla u optimalnom rjeSenju dualnog problema

pozitivna.« 3

Pri formuliranju dualnog problema, u svrhu razlikovanja od njegovog primarnog problema,
strukturne varijable umjesto x oznacavaju se sa y, a funkcija cilja dualnog problema oznacava
se sa w, umjesto sa z. Ako se radi o primarnom problemu maksimuma tada ¢e njegov dualni
problem imati funkciju cilja minimuma, isto tako ukoliko je primarni problem minimum, dualni
¢e biti maksimum. Sukladno tome, u dualnom problemu treba promijeniti smjer znakova

nejednakosti u sustavu ogranicenja.

Prilikom formuliranja dualnog problema ,,vr$i se transponiranje matrice koeficijenata sustava
ograni¢enja primarnog problema, na osnovu ¢ega, ukoliko u primarnom problemu postoji m
nejednadzbi sa n strukturnih varijabli, u dualnom problemu biti ¢e n nejednadzbi sa m
strukturnih varijabli. Koeficijenti uz strukturne varijable u funkciji cilja dualnog problema
jednaki su slobodnim ¢lanovima sustava ograni¢enja primarnog problema, a slobodni ¢lanovi
sustava nejednadzbi dualnoga problema jednaki su koeficijentima koji se nalaze uz strukturne
varijable u funkciji cilja primarnog problema. Sve strukturne varijable dualnog problema
moraju biti nenegativne veliine, zbog Cega je 1 navedeni zahtjev prisutan i u dualnom

problemu.

U nastavku su prikazani primarni problem te njegov dual:
maxz = Cc1Xxq + CarX2 + -+ CnXn

a11X1 + A12Xy + -4+ A1nXn < b1

az1X1 + Ar2Xy + -+ AornXn < bz

aAm1X1 + Am2X>7 + -+ AmkrXk < bk (16)
Am1X1 + QaXy + -+ QX < by,

X1, X2, ) X = 0

3 Baldigara T., Mamula M., Metode poslovnog odlu¢ivanja u turizmu — nastavni e - materijal, Fakultet za
menadzment u turizmu i ugostiteljstvu, Opatija, 2018, str. 11
4 1hid.
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minw = byyq; + by, + -+ b, ym

a11y1 + @12y, + -+ QY = by

az1y1 + Az2Y2 + - + AzmYi = b,
Am1Y1 + Qm2Y2 + - + Qi Xy = by 17)
Am1Y1 + Am2Y2 + - + A Ymn = by

Y1 Y2, Yk =0

Kako bi se dokazala medusobna uvjetovanost rjeSenja primarnog i dualnog problema, oba
oblika je potrebno transformirati u kanonski oblik, na na¢in da se u primarni problem uvedu

dodatne varijable x,1, ..., Xp+m @ U Njegov dualni problem varijable y,,, 41, ) Vim+n-

Kanonski oblik primarnog problema

n

maxz = Z Cij

=1
1]’_l=1 ainj + Xp41 = bi (l =1, ,m) (18)

xi =20 x50 20 Gg=1,..,n) (i=1,..,m)

Kanonski oblik dualnog problema

m
minw = Z b;y;
i=1

Yit1iYi + Yme1 = G Gg=1,..,n) (19)
y;i =0 Yms1 =0 (i=1,...m) G=1,..,n)
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Iz kanonskih oblika primarnog i dualnog problema vidljivo je kako svakoj dodatnoj varijabli
primarnog problema odgovara jedna strukturna iz njegovog duala. Primarni i dualni problem
imaju iste veli¢ine za svoje parametre, ali im se ne nalaze na istim pozicijama. Tako maksimum
funkcije cilja primarnog problema predstavlja minimum duala, dok minimum funkcije cilja
primarnog problema odgovara maksimumu dualnog, slobodni ¢lanovi primara imaju iste
veli¢ine kao 1 koeficijenti funkcije cilja dualnog problema, a koeficijenti funkcije cilja

primarnog odgovaraju slobodnim ¢lanovima duala.

Simetri¢nost veli¢ina primarnog i dualnog problema javlja se samo u slu¢aju standardnog oblika
linearnoga programiranja, odnosno pri maksimizaciji funkcije cilja uz ogranicenja I tipa i uvjet
nenegativnosti, te pri minimizacijij funkcije cilja uz ogranicenja II tipa i uvjet nenegativnosti.

Ukoliko problem nije standardan, moguce ga je transformirati na nac¢in da se ,,ogranienje tipa
> pretvori u ,,<“, ili obratno i to mnoZenjem nejednadzbe sa (-1), te da se ogranicenje u obliku
jednakosti pretvori u dvije nejednadzbe tipa ,,<* te ,,>*, prema potrebi, s medusobno suprotnim

koeficijentima.*®

1.4. Primjena Simpleks metode u rjeSavanju problema linearnoga
programiranja

Simpleks metoda najces¢e se koristi pri rjeSavanju problema linearnog programiranja, iz
razloga §to je prikladna za rjeSavanje problema s vi$e nepoznanica i moguce ju je primijeniti u

svim tipovima ogranicenja. Njen utemeljitelj je americ¢ki matematicar George Dantzig.

Interaktivnost, kao glavna znacajka simpleks metde, predstavlja proces niza koraka kroz koje
se poboljsava polazno rjeSenje sve dok se ne izra¢una optimalno rjesenje. Svako novo dobiveno
bazi¢no rjeSenje u problemu maksimuma, prikazuje da je trenutna vrijednost funkcije cilja veca
ili jednaka vrijednosti iz prethodnog koraka, dok kod problema minimuma svako novo bazicno
rjeSenje je jednako ili manje od prethodnoga. Simpleks metoda obuhvaca cetiri iteracije, prva
se odnosi na izradu pocetnog rjesenja, nakon ¢ega U drugoj iteraciji rjeSenje podlijeze testu

optimalnosti. U trecoj iteraciji, ukoliko rjeSenje nije optimalno, nastavlja se s poboljSanjem

5> Baldigara T., Mamula M., Metode poslovnog odlu¢ivanja u turizmu — nastavni e - materijal, Fakultet za
menadzment u turizmu i ugostiteljstvu, Opatija, 2018, str. 13
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rjesenje sve dok se ne dobije optimalno rjeSenje u Cetvrtoj iteraciji, ili se utvrdi da rjesenja

nema.

Rjesavanje problema, uz pomo¢ simpleks metode, zapoc€inje zapisivanjem zadanog problema u
primarni (matematicki) oblik, a nakon toga dobiveni primarni oblik transformira se u kanonski
oblik.

Primarni oblik standardnog problema maksimuma:

maxz = c1xXq1 + Cyxy + -+ cpx,

ai1Xq + A12Xo + .-+ A1nXn < bl

ar1X1 + AyrXy + -+ ArpnXn < bz (20)

Am1X1 + QpaXy + o+ QX < by

X1, X2, ey Xn =0

U svrhu dobivanja kanonskog oblika problema, u ograni¢enja primarnog oblika uvode se

dodatne varijable kao i u funkciju cilja i to sa koeficijentom 0, kako je prikazano u nastavku:

maxz = c1Xq + x5 + -+ cpxpy + 0x, 01 + 04

A11X1 + A12X5 + -+ AgpXy + Xpyq = by

Az1X1 + AppXz + -+ AapXn + Xpi2 = by (21)
Am1X1 + AmaXy + -+ QX + Xpym = by
X1, X9, ey Xp = 0
Uzimaju¢i vrijednosti varijabli iz kanonskog oblika, formira se nulta simpleks tabela, odnosno
pocetno bazi¢no rjesenje. To se ¢ini na nacin da se za strukturne varijable unosi vrijednost 0, a
za dodatne varijable vrijednosti slobodnih koeficijenata sustava ograni¢enja. U prvi stupac STO

(cg) unose se vrijednosti dodatnih varijabli iz kanonskog oblika, koje ujedino predstavljaju i

15



bazi¢ne varijable ¢ija vrijednost u poc¢etnom bazi¢nom rjeSenju iznosi 0. U iduci stupac ()
upisuju se dodatne varijable x,.1, Xpi2, -y Xn4m, Koje u bazicnom rjeSenju odgovaraju
bazi¢nim varijablama. U tre¢i stupac (Xg) Unose se vrijednosti slobodnih ¢lanova s desne strane
u ogranicenju, koje predstavljaju vrijednosti raspolozivih resursa. U idu¢im stupcima unose se

odgovarajuc¢e vrijednosti koje se u sustavu ograniCenja nalaze pored pojedine varijable

X1, X2, ey Xy Xna1r Xna2s —or Xnam-

U prvi red (C;j) pocetne simpleks tabele unose se vrijednosti koeficijenata varijabli
X1, X2, eury Xy Xnt1s Xnt2s - Xnam 1Z TUNKcije cilja. Predzadnji redak iz tabele (z;) racuna se kao
suma umnozaka vrijednosti prvog stupca (C;) i vrijednosti bazi¢nih varijabli iz svakog stupca
pojedinacno. U posljednjem redu (c; — z;) odreduje se razlika vrijednosti iz prvog i predzadnjeg
reda za svaki stupac pojedinac¢no, te ona predstavlja kriterij optimalnosti. Dobivena vrijednost
u problemu maksimuma prikazuje za koliko bi se povecala vrijednost funkcije cilja ukoliko bi
se u bazu uvrstila jedna jedinica odgovarajuce varijable, dok kod problema minimuma ona
prikazuje za koliko bi se smanjila vrijednost funkcije cilja. U bazi¢nom rjeSenju njena vrijednost

uvijek je jednaka O.

Slijede¢i navedene korakte formira se pocetna simpleks tabela:

Tablica 1. Pocetna simpleks tabela STO

G o) Cy Cn 0 0 0
Cp | Go XB Xl XZ Xn Xn+1 Xn+2 Xn+m
0| X, | by | ag aq, Aqn 1 0 0
0| X, | by, | ay Az, Ao 0 1 0
0 | X | b | Q1 | Qiz Amn 0 0 1
Zj z Z; Zy || zZp /A Zpto | e Zn+m
Cj — Zj C1—2Z1 | C3—Zy | voo | Cn—Zp | Gt = Zns1 | Cnez = Znsz | oor | Cnam — Znem

Izvor: Baldigara, T. i Mamula M., Metode poslovnog odlué¢ivanja u turizmu — nastavni e — materijal, Fakultet za menadZment
u turizmu i ugostiteljstvu, Opatija, 2018., str. 43
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Kako bi se izraCunalo optimalno rjeSenje linearnoga programiranja u svakoj novoj iteraciji
mijenja se struktura baze, na nacin da odredene nebazi¢ne varijable ulaze u bazu i obrnuto, dok
vrijednost funkcije cilja, za problem maksimuma, u svakoj novoj iteraciji mora biti jednaka ili
veca od prethodne, te kod problema minimuma vrijednost mora biti jednaka ili manja od
prethodne. Prvi korak iteracije odnosi se na odredivanje prethodno nebazi¢ne varijable koja ¢e
ué¢i u bazu. Za problem maksimuma u novu bazu ukljucuje se prethodno nebazi¢na varijabla
koja ima najvecu pozitivnu razliku u zadnjem retku prethodne tabele (¢; — z;). Kada razlika
(¢j — zj) nema niti jednu pozitivou vrijednost, tada se ne prelazi na novu iteraciju vec¢ se
zakljuCuje optimalno rjesenje. Drugi korak u iteraciji jest odredivanje prethodno bazi¢ne
varijable koja ¢e napustiti bazu. ,,Uklanjanje prethodno bazi¢ne varijable ostvaruje se kako
slijedi: odredi se karakteristicni stupac simpleks tabele, koji odgovara varijabli koja ulazi u
bazu; odredi se vrijednost kvocijenta izmedu varijabli iz kolone xB i pozitivnih koeficijenata iz
karakteristi¢noga stupca; te isklju¢ivanje iz baze one varijable kojoj odgovara najmanja
vrijednost ovako odredenoga koeficijenta, temeljem Cega se redak simpleks tabele Koji
odgovara ovoj varijabli smatra karakteristi¢nim retkom.*®

Nakon odredivanja karakteristi¢nog stupca i karakteristi¢nog retka, na njihovom sjecistu nalazi
se karakteristiCan element (ay). Iduéi korak u iteraciji jest utvrditi vrijednosti varijabli
koriStenjem iducih formula:

Za novouvedene varijable:

b
X =— ,ay >0 (22)

Ak

Dobivena vrijednost odgovara minimalnoj vrijednosti kvocijenta iz prethodnog rjesenja.

Za vrijednosti preostalih varijabli:
b
Xy = by — a_l T Arg (23)
lk
Vrijednost ostalih varijabli (x,) jednaka je razlici vrijednosti varijable iz prethodne iteracije i
umnoska vrijednosti novouvedene 1 odgovarajuceg koeficijenta iz karakteristi¢nog stupca.
Nakon utvrdivanja vrijednosti varijabli, potrebno je izracunati vrijednosti koeficijenata za novu

simpleks tabelu. Koeficijenti iz karakteristi¢nog retka racunaju se na nacin da im se prethodna

vrijednost podijeli sa karakteristicnim elementom:

® Baldigara T., Mamula M., Metode poslovnog odlu¢ivanja u turizmu — nastavni e - materijal, Fakultet za
menadzment u turizmu i ugostiteljstvu, Opatija, 2018, str. 46
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1 Qij
(4343

(24)

dok se koeficijenti u ostalim recima simpleks tabele ra¢unaju tzv. kruznom transformacijom,
prema sljedecoj formuli:
1 arj .
Arj = Arj — P Ark (25)
U zadnjem koraku iteracije utvrduje se vrijednost funkcije cilja z, kao i vrijednosti svih z;.
Vrijednost funkcije cilja dobiva se umnoskom koeficijenta funkcije cilja sa odgovaraju¢im
vrijednostima varijabli. Nakon Sto su izraCunate sve z; vrijednosti, raCuna se posljednji red

tabele (c; — z;) koji predstavlja kriterij optimalnosti. Kad su u tom, posljednjem redu, sve

dobivene vrijednosti negativne ili jednake 0 govori se o optimalnom rjesenju.
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2. Postoptimalna analiza

Nakon odredivanja optimalnog rjeSenja problema linecarnoga programiranja, a usljed promjena
u poslovanju, kao $to su primjerice dodavanje dodatnih radnih sati, proizvodnja manje koli¢ine
promatranih proizvoda, uvodenje novog proizvoda u program, smanjenje troskova energenata
u proizvodni i slicno, postavlja se pitanje da li ¢e i na koji nain te promjene utjecati na vec

dobiveno optimalno rjesenje.

Postupkom postoptimalne analize ispituje se koje ¢e se promjene dogoditi ukoliko se promijeni
vrijednost nekog od parametra problema linearnoga programiranja u odnosu na dobiveno
optimalno rjesenje problema. Analiziraju se moguce promjene vrijednosti koeficijenata
funkecije cilja, slobodnih ¢lanova sustava ograni¢enja kao i koeficijenata uz varijable unutar

sustava ograni¢enja.

Postoje dva moguca ishoda postoptimalne analize. A to je da ¢e prethodno odredeno optimalno
rjesenje ostati nepromjenjeno, odnosno optimalno, ukoliko dode do promjene u vrijednostima
odredenih parametara modela. Odnosno, izracunato rjeSenje vise nece biti optimalno dode li do
promjene vrjednosti parametara problema linearnoga programiranja, te je u tom slucaju

potrebno odrediti novo optimalno rjeSenje promjenom baze.

U postoptimalnoj analizi, optimalni raspon odreduje donju 1 gornju granicu vrijednosti unutar
kojih ¢e rjesenje ostati optimalno. Odnosno, ukoliko se vrijednosti promjenjenih varijabli
nalaze u optimalnom rasponu, njihova promjena neée utjecati na dobiveno optimalno rjeSenje.
Raspon izvedivosti, koji se odnosi na sustav ograni¢enja, odreduje granice unutar kojih se
dualne cijene, odnosno grani¢ni troskovi, ne¢e mijenjati. Toc¢nije, ukoliko se promijeni jedna
jedinica ogranicenja tada se vrijednost funkcije cilja mijenja za iznos dualne cijene u vidu
povecanja ili smanjenja dobiti.

Menadzeri koriste postoptimalnu analizu kako bi im bilo jasnije koliko prostora imaju za

promjene u svom poslovanju a da pri tom ne naruSe optimalan program proizvodnje.
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3. Odredivanje optimalnoga programa proizvodnje u
ugostiteljskom objektu

U ovom djelu zavr$nog rada prikazano je koriStenje linearnoga programiranja u ugostiteljskom
objektu, s ciljem odredivanja optimalnoga programa ugostiteljskoga objekta koji ¢e omoguciti

postizanje maksimalne moguce dobiti.

Ugostiteljski objekt svoj prihod ostvaruje prodajom pizza, kao i toplih i hladnih napitaka, dok
joj troskove poslovanja predstavljaju potroSnja energenata (struja, voda, grijanje), odrzavanje
strojeva i opreme potrebne za rad, materijali odnosno namirnice neophodne za rad, zaposlenici,

promocija i sli¢no.

Cilj empirijskog istrazivanja u ovom zavrSnom radu jest odredivanje optimalnoga programa
proizvodnje u ugostiteljskom objektu, promatrajué¢i pet najprodavanijih pizza, u svrhu
postizanja najefikasnijih poslovnih rezultata. Problem je postavljen kao standardni problem
maksimuma, a za njegovo rjeSavanje koristena je simpleks metoda kao i POM-QM racunalna

potpora.

3.1. Postavljanje modela optimalnog programa proizvodnje

U zavrsnom radu predstavljen je postupak odredivanja optimalnoga programa proizvodnje uz
pomo¢ simpleks metode u ugostiteljskom objektu, promatrajuci pet najprodavanijih vrsta pizza.
To su pizza Margherita (A), pizza Vesuvio (B), pizza Capricciosa (C), pizza Mexicana (D) te
Slavonska pizza (E). U procesu pripreme svaka pizza prolazi kroz tri faze: I. priprema
namirnica, II. razvlacenje tijesta i pravljenje pizze i IIl. pecenje pizze. U prvoj fazi pripreme
namirnica za pizzu A potrebno je uloziti 2 minute, kao i za pizzu B, za pizze C i E potrebne su
4 minute dok je 5 minuta potrebno za pripremu namirnica za pizzu D. Maksimalni dnevni fond
sati za prvu fazu iznosi 220 minuta. U drugoj fazi pripreme za pizze A i B potrebna je 1 minuta
dok za preostale pizze potrebne su 2 minute, maksimalni dnevni fond za drugu fazu iznosi 200
minuta. Za pecenje pizza potrebno je 3 minute, neovisno o vrsti, a maksimalni dnevni fond za
ovu fazu iznosi 300 minuta. Dobit po jednoj prodanoj pizzi A iznosi 45 kuna, za pizzu B 48
kuna, za pizzu C 50 kuna, za pizzu D 58 kuna i za pizzu E dobit iznosi 54 kuna. Podaci su

prikazani u sljedecoj tablici.
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Tablica 2. Zadani problem

POTREBNO VRIJEME (minuta)
MAKSIMALNI
DNEVNI FOND
FAZA A B C D E (minuta)
| 2 2 4 5 4 220
| 1 1 2 2 2 200
11| 3 3 3 3 3 300
DOBIT 45 48 50 58 54
NEPOZNANICE X1 X2 X3 X4 Xs

Izvor: izrada autorice

Odredivanje optimalnog plana proizvodnje zapoc€inje postavljanjem polaznog standardnoga

problema maksimuma, a temeljem raspolozivih podataka:

maxz = 45x; + 48x, + 50x; + 58x, + 54x,
2x1 + 2x5 + 4x3 + 5x4 + 4x5 < 220
X1+ X5 + 2x3 + 2X4 + 2x5 < 200
3x1 + 3%, + 3x3 + 3x4 4+ 3x5 < 300

X1,X2,X3,X4,Xs = 0

3.2. RjeSavanje postavljenoga modela standardnoga problema
maksimuma primjenom simpleks metode

Za primjenu simpleks metode u rjeSavanju postavljenog problema, potrebno je polazni problem

pretvoriti u kanonski oblik kako je prikazano u nastavku:

maxz = 45x, + 48x, + 50x3 + 58x4 + 54x5 + 0xg + 0x; + Oxg
2x1 + 2x5 + 4x3 + 5x4 + 4x5 + x5 = 220
X1+ Xy + 2x3 + 2x4 + 2x5 + x; = 200
3xq1 + 3x, + 3x3 + 3x4 + 3x5 + xg = 300

X1,X2,X3, X4, X5, X6, X7, Xg = 0

21



Na temelju kanonskog oblika polaznog modela izraduje se polazna simpleks tablica prikazana

u nastavku.
Tablica 3. STO
Cj 45 48 50 58 54 0 0 0
Cs Oo XB X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 X3
0 X6 220 2 2 4 [5] 4 1 0 0
0 X7 200 1 1 2 2 2 0 1 0
0 X8 300 3 3 3 3 3 0 0 1
Zj 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Cj-Zj 45 48 50 58 54 0 0 0

Izvor: izrada autorice

Izracun vrijednosti funkcije cilja za bazi¢no rjesenje:

z = (0-220) + (0-200) + (0-300) = 0

Al
Zy
Z3
Zy
Zs
Zg
Zq

Zg

(©
(©

-
-
0-
0-
0-
0-

:2)+ (0"
:2)+ (0"
4) + (0-
5) + (0
4)+ (0
1)+ (0-
0) + (0-
0) + (0-

Vrijednost funkcije cilja iznosi 0 kuna.

Vrijednost varijabli u bazi¢nom rjeSenju iznosi:

x, =0,x, =0,x3 =0,x4 =0,x5 = 0,%xg = 220, x;, =200,xg = 300

1) + (0
1) + (0
2) + (0
2) + (0
2) + (0
0) + (0
1) + (0

0)+(0-

-3)
-3)
-3)
-3)
-3)
- 0)
- 0)

D

Il
© O ©o ©o o o o o

Izracunom vrijednosti retka ¢; — z; ispituje se optimalnost rjeSenja:

C4_Z4 == 58_0

C1— 21
Cr — 2
C3 — Z3

45 -0
48 -0
50-0

45
48
50

Cs — Zg

Ce — Zg

=54-0
=0-0

= 58
= 54
=0

C7 _Z7: 0'0 = 0

Cg —Zg = 0—-0=0

Rezultati testiranja optimalnosti upucuju na neoptimalnost dobivenoga rjeSenja. Pristupa se

stoga, poboljSanju rjesSenja u sljedecoj iteraciji prema utvrdenoj metodologiji.
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Odredivanje varijable (prethodno nebazicne) koja ¢e uci u bazu

Slijedi izrada prve simpleks tablice, za ¢iju izradu je potrebno odrediti koja nebazi¢na varijabla
ulazi u bazu nove ST1 tabele. Stupac xs ima najvecu pozitivnu vrijednost 58 i predstavlja
karakteristi¢an stupac. Sto znaci da bi se, ukoliko bi ju uvrstili u bazu, funkcija cilja povecala

za 58 kuna.

Odredivanje varijable (prethodno bazicne) koja ¢e napustiti bazu

Karakteristicni redak predstavlja varijablu koja izlazi iz baze 1 to je ona ¢iji je koeficijent
najmanji:

220 200 300

20— 44
5

Iz baze izlazi varijabla x4. Baza prve simpleks tablice stoga sadrzi varijable x,, x; | xg.

Utvrdivanje vrijednosti varijabli u novom poboljsanom rjesenju, odnosno novoj simpleks tabeli
Nove vrijednosti varijabli u prvoj simpleks tabeli izracunaju se izrazom:
xBy, = 200 —44+2 = 112
xBy, = 300 — 44 3 = 168

Utvrdivanje vrijednosti koeficijenata nove simpleks tabele
S obzirom da vrijednost karakteristicnoga retka mora biti 1, potrebno je karakteristi¢ni redak

podijeliti s brojem 5:

0 220 2 2 4 [5] 4 1 0 0
:5
0 44 0,4 0,4 0,8 [1] 0,8 0,2 0 0

Vrijednosti ostalih koeficijenata u novoj simpleks tablici dobiju se:

drugi red (x7) treci red (xs)
prvi stupac (x))  1—2-2=10,2 3-3-2=18
drugi stupac (x2)  1—2-==0,2 3-3-2=18
treci stupac (x)  2—2-% =04 3-3-2=06
Setvrti stupac (x) 2 —2-2=0 3-3-2=0
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peti stupac (xs) ~ 2—2-% =04 3-3-2=06
Sesti stupac (x) 0 —2-==—0,4 0-3-2=-06
sedmi stupac (x7) 1—2-g=1 0—3-g=0
osmi stupac (xs) 0—2-g=0 1—3-g=1

Nakon pojedinih izra¢una dobije se prva simpleks tablica. Dobivene podatke uvrstavamo u prvu

simpleks tabelu ST1.

Tablica 4. ST1
Cj 45 48 50 58 54 0 0 0
Cs o XB X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xs
58 X4 44 0,4 0,4 0,8 1 0,8 0,2 0 0
0 X7 112 0,2 0,2 0,4 0 0,4 -0,4 1 0
0 X8 168 1,8 [1,8] 0,6 0 0,6 -0,6 0 1
Zj 2,552 | 23,2 23,2 | 464 58 46,4 11,6 0 0
Cj-Zj 21,8 24.8 3,6 0 7,6 -11,6 0 0

Izvor: izrada autorice

Slijedi izracun vrijednosti funkcije cilja ST1 pomocu izraza:
z=(58-44)+(0-112) + (0-168) = 2 552
z; =(58-04)+(0-0,2)+(0-1,8) = 23,2
z, =(58-04)+(0-0,2)+(0-1,8) = 23,2
z3=(58-08)+(0-0,4)+(0-0,6) = 46,4
7z, =(58-1)+(0-0)+(0-0) =58
zs =(58-08)+(0-0,4)+(0-0,6) = 46,4
Zg =(58-0,2) + (0-(—-0,4)) + (0-1,8) = 23,2
z;=(58:0)+(0-1)+(0-0)=0
zg=(58-0)+(0-0)+(0-1)=0

Vrijednost funkcije cilja se povecala sa nula na 2 552 kuna.

Vrijednost varijabli u prvom bazi¢nom rjeSenju iznose:

x1 =0,x, =0,x3 =0,x4 =44, x5 = 0,x¢ = 0, x;, = 112, xg = 168
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U svrhu ispitivanja optimalnosti se izraCunavaju vrijednosti retka ¢; — z;:
c1—2,=45-232=218 «¢4,—2,=58-58=0 c;—2;,=0—-0=0
C; —2Z, =45—-232=24,8 c¢5—25=54—-464=7,6 cg—23=0—-0=0
c3—23=50—464=36 c4—24=0—-116=-11,6

Testiranje optimalnosti ukazuje da rjesenje nije optimalno. Prelazi se stoga na sljedecu iteraciju.

Odredivanje varijable (prethodno nebazicne) koja ée uc¢i u bazu
U retku ¢; — z; stupac x ima najvecu vrijednost, koja iznosi 24,8, Sto znaCi da on ulazi u bazu

druge simpleks tabele te postaje karakteristican stupac tabele ST1.

Odredivanje varijable (prethodno bazicne) koja ¢e napustiti bazu

IzraCun karakteristi¢nog retka ST1 tabele:

X _ 110 112 _ 560 1%8 _93 3

0,4 02 18

Varijabla ¢iji je koeficijent najmanji i koja izlazi iz baze jest varijabla xg. Baza druge simpleks
tablice stoga sadrzi varijable x4, x; i x,.

Na sjecistu karakteristiénog retka i karakteristicnog stupca ST1 nalazi se karakteristicni

element koji iznosi 1,8.

Utvrdivanje vrijednosti varijabli u novom poboljsanom rjesenju, odnosno novoj simpleks tabeli
Nove vrijednosti varijabli u drugoj simpleks tabeli dobiju se izrazom:
xBy, = 44 —93,33:0,4 = 6,67
xB,, =112 —-93,33-0,2 = 93,33

Utvrdivanje vrijednosti koeficijenata nove simpleks tabele

Karakteristicni redak potrebno je podijeliti sa 1,8 kako bi karakteristi¢ni element iznosio 1.

0 Xs 168 1,8 [1,8] 0,6 0 0,6 -0,6 0 1
01,8
0 93,3 1 [1] 0,3 0 0,3 -0,3 0 0,56
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Izracun vrijednosti ostalih koeficijenata u novoj simpleks tablici:

prvi stupac (x1)
drugi stupac (x2)
tre¢i stupac (x3)
cetvrti stupac (x4)

peti stupac (Xs)

prvi red (xa)

04—-04-2=0

1,8
04—04-2-0

1,8
08—0,4-2L=067

1,8
1-04->=1

1,8

08—04-2=067
1,8

drugi red (x7)

02-02-2=0
1,8

02-02-2=0
1,8

04—0,2-2=033
1,8
0-02-~=0
1,8

04—02-22-033
1,8

Sesti stupac (xs) 0,2 — 0,4+ === 0,33 —0,4—-02-=2=-0,33
sedmi stupac (x71) 0 —0,4 2= 1-0,2 L=
1,8 18
osmi stupac (xs) 0 — 0,4+ = = —0,22 0-02-—=-011
Izraunate podatke uvrstavamo u drugu simpleks tablicu.
Tablica 5. ST2
Cj 45 48 50 58 54 0 0 0
Cs 02 XB X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
58 X4 6,67 0 0 0,67 1 0,67 | 0,33 0 -0,22
0 X7 93,33 0 0 0,33 0 0,33 | -0,33 1 -0,11
48 X2 93,33 1 1 0,33 0 0,33 | -0,33 0 0,56
Zj 4.866,7 | 48 48 54,7 58 54,7 3,3 0 14,12
Cj-Zj -3 0 -4,7 0 -0,7 | -33 0 -14,12

Izvor: izrada autorice

Vrijednost funkcije cilja: z = (58 - 6,67) + (0-93,33) + (48-93,33) = 4 866,7

Z1
Z2
Z3
Zy
Zs
Ze
Z7

Zg

(58 -
(58 -
(58 -
(58 -
(58 -
(58 -
(58 -
(58 -

0)+ (0-0)+ (48-1) = 48
0)+ (0-0)+ (48-1) = 48
0,67) + (0-0,33) + (48 - 0,33)
1)+ (0-0) + (48-0) = 58
0,67) + (0-0,33) + (48 - 0,33)

54,7

54,7

0,33) + (0- (—0,33)) + (48 - (—0,33)) = 3,3

0)+(0-1)+(48-0) = 0

(=0,22)) + (0-(—0,11) + (48-0,56) = 14,12
Vrijednost funkcije cilja se povecala sa 2 552 kuna na 4 866,7 kuna.
maxz = 4 866,7 kuna
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Vrijednost varijabli u drugom bazi¢nom rjeSenju iznose:
x; = 0,x, = 9333, x3 = 0,x4 = 6,67,x5 = 0,x¢ = 0,x; =93,33,xg = 0

Prikazan je izracun vrijednosti retka ¢; — z;, u svrhu testiranja optimalnosti rjeSnja:
c1-z1 = 45-48 = -3 ca-z4 = 58-58 =0 c-z7=0-0=0

C2-z2 = 48-48 =0 cs-zs = 54-54,7 = -0,7 cs-zs = 0-14,12 = -14,12

cs-z3 = 50-54,7=-4,7  c6-z6=0-3,3=-3,3

U posljednjem retku tabele ST2 sva rjeSenja su negativna ili jednaka nuli, Sto znaci da je

dobiveno drugo bazi¢no rjeSenje optimalno.

3.3.  Analiza optimalnoga plana proizvodnje

Prema dobivenome optimalnome planu ugostiteljski objekt mora dnevno proizvesti 93,33 pizze
Vesuvio po cijeni od 48 kuna te 6,67 pizza Mexicana po cijeni od 58 kuna, kako bi se ostvarila
maksimalna dnevna dobit koja iznosi 4 866,7 kuna. Pri takvom optimalnom planu u Il fazi
pripreme ostaje neiskoriSteno 93,33 minute, dok je vrijeme u ostale dvije faze u potpunosti

iskoriSteno.

48-93,33 + 586,67 = 4 866,7

Analiza ispunjenosti ogranicenja:
1. ogranicenje
2x1 + 2x5 + 4x3 + 5x4 + 4x5 < 220
2:0+2-9333+4-0+5-667+4-0=220
220 = 220
Za fazu pripreme namirnica raspolozivo je 220 minuta dnevno, koje su prema optimalnom

programu u potpunosti iskoriStene.

2. ogranicenje
X1+ Xy + 2x3 + 2x4 + 2x5 < 200
0+9333+2:-0+2-6,67+0=200
106,67 # 200
200 — 106,67 = 93,33
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Ovo ograni¢enje nije u potpunosti iskoristeno, ugostiteljski objekt za 1l fazu pripreme ima na
raspolaganju 200 minuta dnevno, dok je ovim optimalnim programom iskoristeno 106,67

minuta, a 93,33 minute ostaju neiskoristene.

3. ogranicenje
3x1 + 3x, + 3x3 + 3x4 + 3x5 < 300
3:0+3:93,33+3:0+3-6,67+3-0=300
300 =300
Ugostiteljski objekt za IIT fazu pecenja pizza raspolaze sa 300 minuta dnevno, koje u potpunosti

iskori$tava uz ovaj optimalni program.

Potpuno iskoriStena ogranicenja, u ovom slucaju to su prvo i tre¢e ogranicenje, predstavljaju
usko grlo programa. Dok se drugo ogranicenje koje je ostalo neiskoriSteno naziva nevezano

ogranicenje.

U nastavku je prikazano rjeSenje promatranog linearnog problema uz pomo¢ raCunalnog
programa POM-QM, ¢ime je ujedno i napravljena provjera rezultata dobivenih simpleks

metodom.

Prvi korak pri rjeSavanju problema u POM-QM programu je odabir Linear Programming opcije
u padaju¢em izborniku programa. Zatim je potrebno otvoriti novi dokument u koji se upisuje
Number of Contraints odnosno broj ogranicenja kojih je u ovom primjeru tri, pri tom ne
ukljucujuéi uvjet nenegativnosti. Iduce se upisuje Number of Variables, odnosno broj varijabli
kojih u ovom problemu ima pet. Naposljetku se odabire funkcije cilja u dijelu prozor¢i¢a pod
nazivom Objective, u ovom slucaju radi se o standardnom problemu maksimuma te se bira

opcija Maximize.

Nakon odabira pocetnih postavki problema, u redak naziva Maximize, upisuju se svi
koeficijenti koji se nalaze uz strukturne varijable funkcije cilja. U retke pod nazivom Contraint
1,2 i 3 upisuju se koeficijenti iz sustava ograni¢enja, dok se slobodni koeficijenti koji se nalaze

s desne strane ogranic¢enja upisuju u stupac pod nazivom RHS, kako je prikazano na slici 1.
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Slika 1. Postavljanje modela u POM-QM racunalnoj potpori

Maximize  EEJEL

Constraint 1
Constraint 2

A

)
2
1

Constraint 3 | 3
Izvor: POM-QM program

Bl C|D
8|90 |58
2| 4| 5
1 2| 2
31 3| 3

E
54
4
2
3

<

<

<

RHS

220
200
300

Equation form

Max 454+ 48B + 50C + 58D + 54E
28+ 2B+ 4C+ 5D+ 4E == 220
A+B+ 2C+ 2D+ 2E == 200

3A+ 3B+ 3C+ 3D+ 3E ==300

Nakon $to se unesu svi podaci i numeric¢ke vrijednosti modela, odabire se opcija Solve nakon

Cega program ispisuje izracunato optimalno rjeSenje, a koje je prikazano na drugoj slici.

Slika 2. Optimalno rjesenje dobiveno POM-QM ra¢unalnom potporom

Cj Basic 45 48 50 58 54 0 0 0
Variables CQuantity X1 X2 X3 RC) X5 =lack 1 slack 2 slack 3
0 slack 1 220 2 2 4 5 4 1 0 0
0 slack 2 200 1 1 2 2 2 0 1 0
0 slack 3 300 3 3 3 3 3 0 0 1
zZj 0 0 0 0 0 0 0 0 0
c-zj a5 43 50 58 54 0 0 0

teration 2
58 x4 44 04 0,4 08 1 08 0,2 0 0
0 slack 2 112 02 02 04 0 04 -0,4 1 0
0 slack 3 168 18 1,8 05 0 05 -0,6 0 1
zZj 2552 232 232 45 4 58 45 4 11,8 0 0
c-zj 218 248 36 0 76 -11,6 0 0

teration 3
58 x4 6,6667 0 0 06667 1 06667 0,3333 0 -0z2z22
0 slack 2 93,3333 0 0 0,3333 0 0,3333 -0,3333 1 -0,111
48 X2 93,3333 1 1 0,3333 0 0,3333 -0,3333 0 0,5556
zj| 4.866,6666 43 48 54,6667 58 54,6667 3,3333 0 13,7778
ci-zj -3,0 0 -4 BBET 0 -0,68687 -3,3333 0 13,7778

Izvor: POM-QM program

Na slici 2 je prikazano optimalno rjeSenje koje iznosi 4 866,7 kuna, §to je i ranije utvrdeno,

Takoder, je prikazano kako se optimalno rjeSenje dobije u drugoj simpleks tablici, odnosno u

trecoj iteraciji. Slika pod brojem 3, prikazuje vrijednosti strukturnih i dodatnih varijabli, te

vrijednost funkcije cilja.

Slika 3. Optimalno rjesenje

Izvor: POM-QM program

“ariable Status Value
X1 MOMNBasgic 0
X2 Basic 93,3333
X3 MOMNBasic 0
X4 Basic 66667
X5 MOMBasic 0
zlack 1 NOMNBagic 0
zlack 2 Basic 933333
slack 3 NOMNBasic 0
Optimal Value (Z) 4366 667




Na slici 3 u prvom stupcu prikazane su strukturne varijable, to su varijable x, x5, x3, x4 i x5,
te dodatne varijable slack 1, slack 2 i slack 3, odnosno xg, x- i xg. U srednjem stupcu navedene
su varijable koje su u bazi, a to su stukturne varijable x,, i x,, te dodatna varijabla x, dok su
preostale varijable nebazi¢ne. U zadnjem stupcu prikazane su vrijednosti varijabli: x; = 0,
Xy = 93,33, x3=0,x, = 6,67, x5 =0, x4 = 0, x;, = 93,33, xg = 0, te vrijednost funkcije cilja
odnosno Optimal Value z = 4 866,67 kuna. 1z dobivenog optimalnog rjesenja u programu da
se iséitati da je optimalni program ponude ugostiteljskog objekta, uz uvazavanje danih
ograni¢enja resursa, onaj U kojem se dnevno proizvede 93,33 pizze Vesuvio i 6,67 pizza
Mexicana, dok se preostale tri pizze Margherita, Capricciosa i Slavonska uopce ne bi trebale
proizvoditi, kako bi se ostvarila maksimalna dnevna dobit u iznosu od 4 866,7 kuna. Prikazane
vrijednosti dodatnih varijabli u programu ukazuju da je u drugom ogranic¢enju, koje se odnosi
na vrijeme potrebno za razvlacenje tijesta i pravljenje pizza, preostalo 93,33 neiskoristenih

minuta, dok su ostala dva ograni¢enja u potpunosti iskoristena.

Dualni problem
Ugostiteljski objekt kroz dualni problem Zeli ostvariti minimalni tro$ak u pripremi pizza, dok
je cilj primarnog problema maksimizacija dobiti od prodanih pizza. U nastavku je prikazan
odgovarajuci dualni problem za polazni problem, a S obzirom da primarni problem predstavlja
problem maksimuma, funkcija cilja dualnog problema biti ¢e funkcija minimuma. Unutar
problema javljaju se strukturne dualne varijable y, v, i yg koje je potrebno pravilno rasporediti
unutar primarnog problema. Stoga, dualni oblik glasi:
minw = 220y, + 200y, + 300yg

2y6 +y; +3yg =45

2ye +y; + 3yg = 48

4ye + 2y, + 3yg = 50

5y¢ + 2y, + 3yg = 58

4y + 2y, + 3yg = 54

Y6 Y7, Y8 = 0

Prikazani dualni problem linearnog programiranja pripada standardnom problemu minimuma
iz razloga §to se trazi minimalna vrijednost funkcije cilja, dok su sva ogranic¢enja II. Tipa a uvjet

nenegativnosti vrijedi za sve strukturne varijable duala.
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Na slici 4 prikazan je dualni problem uz pomo¢ rac¢unalnog programa POM-QM.

Slika 4. Dualni problem

Original Pr
Maximize A B C D E
1 2 2 4 ] 4 <= 220
2 1 1 2 2 2 e 200
3 3 3 3 3 3 <= 300
Dual Probl
1 2 3
Minimize 220 200 300
A 2 1 3 >= 45
B 2 1 3 >= 48
C - 2 3 >= 90
D ) 2 3 >= 58
E 4 2 3 >= 54

Izvor: POM-QM program

U gornjem dijelu tablice prikazan je pocetni problem, dok je u donjem dijelu prikazan njegov
dual. Koji ukazuje da se u drugoj fazi koja se odnosi na razvlacenje tijesta i pravljenje pizze
javlja visak od 93,33 minute, te stoga nema smisla osigurati dodatne minute za ovu fazu
pripreme. Kao S§to je prije spomenuto, ovo neiskoriSteno ogranicenje spada u nevezana

ogranicenja, ¢ijim se povecanjem ne utjece na povecanje funkcije cilja.

U problemu postoje 1 dva vezana ograniCenja, radi se o I. fazi 1 IIl. fazi pripreme, ¢ije su
vrijednosti dodatnih varijabli jednake nuli, dok vrijednosti dualnih varijabli ukazuju na mogucu
promjenu vrijednosti funkcije cilja. To¢nije, ukoliko se u prvoj fazi, koja se odnosi na pripremu
namirnica, poveca raspolozivi font radnih sati za 1 minutu, tada ¢e se dobit povecati za 3,33
kuna. Dok bi u III. fazi pripreme koja oznacava proces pecenja pizza, dodavanjem 1 minute u
ukupan font radnih sati, profit narastao za 13,78 kuna, $to bi po satu iznosilo 826,8 kuna i
upravo to bi trebao biti maksimalan iznos koji je ugostiteljski objekt spreman platiti za jedan

dodatni radni sat jer svaki iznos veéi od toga predstavlja gubitak za ugostiteljski objekt.

3.4. Postoptimalna analiza dobivenoga optimalnoga plana proizvodnje

Kroz postoptimalnu analizu, odnosno analizu osjetljivosti, ispituju se ucinci potencijalnih

promjena uvjeta u poslovanju na promjenu optimalnog programa proizvodnje.
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Na slici 5 prikazana je analiza osjetljivosti dobivena uz pomo¢ racunalnoga programa POM-

QM.

Slika 5. Analiza osjetljivosti

Value Reduced Cost Original Val Lower Bound  Upper Bound
A 0 3 45 -Infinity 48
B 93,33 0 48 46 98
C 0 467 50 -Infinity 5467
D 6,67 0 58 57 120
E 0 67 94 -Infinity a4 67
Dual Value  Slack/Surplus  Original Val Lower Bound  Upper Bound

1 3,33 0 220 200 500
2 0 93,33 200 106,67 Infinity
13,78 0 300 132 330

Izvor: POM-QM program

Iz prikazane analize moze se zakljuciti kako je optimalni program ponude pizze Vesuvio B =
93,33 i pizze Mexicana D = 6,67, dok preostale tri vrste pizza ne ulaze u optimalni program.
U takvom optimalnom programu ostvaruje se maksimalni dnevni profit od 4 866,7 kuna.

Prvo 1 tre¢e ograniCenje u potpunosti su iskoriSteni, dok drugo ogranienje vezano za
razvlaCenje tijesta i pravljenje pizze nije u potpunosti iskoriSteno, te su prema optimalnom

programu ostale neiskoriStene 93,33 minuta.

Na slici su takoder prikazani 1 intervali optimalnih raspona ograni¢enja. Optimalan raspon
prikazuje raspon vrijednosti za koje ¢e rjeSenje ostati optimalno, a omeden je donjom i gornjom
granicom. U ovom slu¢aju za prvu strukturnu varijablu donja granica iznosi (-) beskonacno, a
gornja 48; za drugu donja granica iznosi 46 dok gornja iznosi 58; tre¢oj strukturnoj varijabli
iznos donje granice je (-) beskona¢no, a gornje 54,67; za Cetvrtu strukturnu varijablu donja

granica iznosi 57, a gornja 120; te za petu strukturnu varijablu donja granica je (-) beskona¢no

agornja 54,67:
X, = —00 — 48
X, =46 — 58
X3 = —oo — 54,67
x, =57 —-120

X5 = —0 — 54,67
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Iz optimalnog raspona moze se zakljuciti da ukoliko menadzeri odluce cijenu pizze Vesuvio
povecati za 10 kuna po komadu, to nec¢e promijeniti optimalni program jer je cjiena od 58 kuna

i dalje u optimalnom rasponu, samo ¢e se ukupni profit povecati sa 4 866,7 na 5 800 kuna.
maxz = 58-93,33 + 58- 6,67 =5 800

Takoder, ukoliko menadzment ugostiteljskog objekta utvrdi da se prihod pizze Mexicana moze

povecati sa 58 kuna po pizzi na 100 kuna po pizzi, tada bi se profit povecao za 280,14 kuna uz

nepromjenjeni optimalni program.

maxz = 48-93,33 + 100+ 6,67 = 5 146,84
5146,84 — 4 866,7 = 280,14
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4. ZAKLJUCAK

Svako poduzece tezi najefikasnijem nacinju poslovanja, odnosno pokuSavaju maksimizirati
svoju dobit kao i minimizirati troskove poslovanja. Kako bi postigli optimalan program
proizvodnje koriste se raznim modelima lilenarnoga programiranja. Njihov cilj je pronaci
maksimum ili minimum linearnih funkcija, uvazavajuci pri tom ograni¢ene raspolozive resurse
koji oznacavaju sustav ogranicenja promatranog problema. Simpleks metoda, koriStena U ovom
radu, najcesce je birana metoda linearnoga programiranja upravo radi svojih karakteristika. U
suvremenom dobu tehnologije, sve ¢esce se koriste i programi racunalne potpore, koji U

kratkom vremenu dovode do korisnih informacija potrebnih za donosenje odluka u poslovanju.

Cilj zavrsnog rada bio je prikazati teorijsko poimanje linearnoga programiranja, kao i nacina
primjene raznih modela linearnog programiranja, dok je cilj u empirijskom djelu bio izracunati
optimalni program proizvodnje standardnog problema maksimuma na primjeru poslovanja
ugostiteljskog objekta. Za optimizaciju programa promatrano je pet najprodavnijih pizza, to su
pizza Margherita, pizza Vesuvio, pizza Capricciosa, pizza Mexicana te Slavonska pizza. Kao i
tri faze kroz koje svaka pizza prolazi u procesu pripreme: 1. priprema namirnica, II. razvlacenje
tijesta i pravljenje pizze te III. peCenje pizze. Navedene faze predstavljaju ogranienja
promatranoga problema. 1z dobivenog optimalnog programa proizvodnje, uz dana ogranicenja,
moze se zakljuditi da ugostiteljski objekt ne koristi maksimalno postavljena ogranicenja, §to
ukazuje na postojanje prostora za poboljSanje efikasnosti poslovanja ugostiteljskog objekta.
Tocnije, ugostiteljski objekt u Il fazi pripreme, koja se odnosi na razvlacenje tijesta i pravljenje
pizza, preostaju neiskori$tene 93,33 minute, §to ukazuje na potrebu pronalaska boljeg nacina
iskoristivosti fonda sati. Dok je minutaza iz I i III faze u potpunosti iskoriStena, §to znaci da bi
se uvodenjem dodatnih radnih sati u fazu pripreme namirnica kao i fazu pecenja pizza
potencijalno povecala dobit ugostiteljskog objekta, uzimajuéi u obzir troskove dodatnih sati.
Prema dobivenom optimalnom programu proizvodnje ugostiteljski objekt dnevno mora
proizvesti 93,33 pizze Vesuvio po cijeni od 48 kuna te 6,67 pizza Mexicana po cijeni od 58

kuna, s ciljem ostvarivanja maksimalne dnevne dobit koja iznosi 4 866,7 kuna.

Na temelju dobivenog optimalnog programa proizvodnje, menadzer ugostiteljskog objekta
mora donjeti odluku o preraspodjeli vremena unutar ogranic¢enja, kao i mogucnosti dodavanja
dodatne minutaZe, a sve u svrhu poboljSanja poslovanja objekta u vidu povecanja dobiti od

prodanih pizza uz smanjenje troskova proizvodnje istih.
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